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J¦zyki formalne i operacje na j¦zykach

J¦zyki formalne s¡ abstrakcyjnie zbiorami sªów nad alfabetem

sko«czonym Σ.

J¦zyk formalny L to opis pewnego problemu decyzyjnego: sªowa to

kody instancji (wej±cia) problemu, x ∈ L oznacza, »e dla instancji x

odpowiedzi¡ jest �tak�.

Podstawowe operacje to ∪, ∗ oraz konkatenacja (zªo»enie,

dopisanie sªowa)

L∗ =
∞⋃
i=0

Li , L+ =
∞⋃
i=1

Li

Przyjmujemy »e L0 = ε, gdzie ε oznacza sªowo puste (ale

niezerowe).
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Wyra»enia regularne

Wyra»enia regularne standardowe - staªe to sªowa (wª¡cznie z

pustym), operacje to ∪, ∗ oraz konkatenacja, na przykªad:

zbiór ci¡gów binarnych zawieraj¡cych 111 jest warto±ci¡

wyra»enia:

(0 ∪ 1)∗ · 111 · (0 ∪ 1)∗

rozszerzone wyra»enia regularne - dodatkowo operacje

dopeªnienia i przeci¦cia zbiorów, na przykªad zbiór ci¡gów

binarnych nie zawieraj¡cych 111:

(0 ∪ 1)∗ − (0 ∪ 1)∗ · 111 · (0 ∪ 1)∗

Wyra»enia regularne s¡ bardzo ubogim narz¦dziem problemów

decyzyjnych, J¦zyki opisywane przez wyra»enia regularne nazywamy

j¦zykami regularnymi.
Zachodzi: Dla ka»dego j¦zyka unarnego mamy: L ⊆ 1∗ implikuje L∗

regularny .
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Proste standardowe wyra»eia regularne

Niech Σ = { 0, 1 }. Wyra»enie

Σ∗ · 0 0Σ∗

opisuje j¦zyk sªów zawieraj¡cych 00.

Wyra»enie (1 + 10)∗ opisuje j¦zyk sªów nie zawieraj¡cych 00 i

zaczynaj¡cych sie od 1.

Wyra»enie

(0 + ε) · (1 + 10)∗

opisuje j¦zyk wszystkich sªów binarnych nie zawieraj¡cych 00.

Jakie wyra»enie standardowe opisuje sªowa nie zawieraj¡ce 000 ?
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Standardowe a rozszerzone wyra»enia regularne.

Dla n ≥ 1 zde�niujmy sªowo αn, które koduje ci¡g kolejnych
zapisów binarnych liczb od 0 do 2n − 1 zapisanych binarnie, ka»dy
za pomoc¡ n cyfr (ewentualnie na pocz¡tku dodajemy zera).
Kolejne zapisy oddzielamy specjalnym znakiem #.

αn = # · bin(0) ·# · bin(1)# · bin(2)# . . .# · bin(2n − 1) ·#.

Lemat

Niech Σ = {0, 1,#}. Zbiór Σ∗ − {αn } mo»na opisa¢

standardowym wyra»eniem regularnym o rozmiarze O(poly(n)).

Twierdzenie

Istnieje rozszerzone wyra»enie regularne opisuj¡ce {αn } u»ywaj¡ce
tylko operacji ∪, ·,∗ oraz jednej operacji dopeªnienia, wzgl¦dem

którego ka»de standardowe wyra»enie ma rozmiar wykªadniczy.
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Standardowe a rozszerzone wyra»enia: jeszcze jeden przykªad.

Niech Σ = {0, 1, . . . k} oraz niech Lk b¦dzie j¦zykiem sªów, w

których mi¦dzy ka»dymi dwoma kolejnymi symbolami i + 1, oraz

przed pierwszym z nich, s¡ dwa symbole i (niekoniecznie

bezpo±rednio).

Niech Σj = Σ − {j}, oraz

L(i+1) = ( Σ∗i+1 · i · Σ∗i+1 · i · Σ∗i+1 · i + 1 · Σ∗i+1 )∗

Wtedy Lk =
⋂k−1

i=0
L(i+1)

Najkrótsze sªowo nale»¡ce do Lk ma dªugo±¢ wykª¡dnicz¡. Zatem

standardowe wyra»enie regularne te» ma dªugo±¢ wykª¡dnicz¡.
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Automaty sko«czone

Automaty to abstrakcyjne modele algorytmu decyzyjnego.

Zalet¡ i jednocze±nie wad¡ automatu jest uproszczony model.

Nieformalny opis automatu sko«czonego:

automat czyta sªowo wej±ciowe symbol po symbolu,

ma sko«czon¡ liczb¦ stanów

j¦zyk L(A) sªów akceptowanych przez automat skªada sie z

ci¡gów po wczytaniu których automat znajdzie si¦ w stanie

akceptuj¡cym
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Automaty sko«czone

Formalny opis deterministycznego automatu sko«czonego:

A = (Σ,Q, δ, q0,F ), gdzie

Σ jest sko«czonym alfabetem wej±ciowym;

Q jest sko«czonym zbiorem stanów, q0 ∈ F jest stanem

pocz¡tkowym;

F ⊆ Q jest zbiorem stanów akceptuj¡cych, tzn. stanów w

których automat daje odpowied¹ �TAK�,

δ : Q × Σ→ Q - funkcja opisuj¡ca dziaªanie automatu A.
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Automaty sko«czone

Przej±cie δ(q, a) = q′ oznacza, »e automat bed¡c w stanie q i

czytaj¡c kolejny symbol równy a przechodzi do stanu q′.
Zapisujemy to równie» jako:

q
a−→ q′

Piszemy q
w−→ q′, dla w ∈ Σ∗ gdy automat przechodzi do q′ po

wczytaniu wszystkich kolejnych liter sªowa w .

J¦zyk akceptowany przez automat A to

L(A) = {w : q0
w−→ q′ ∈ F }
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Przykªady automatów sko«czonych

Niech

L = {an : n mod 5 = 3}

Konstruujemy automat:

Σ = {a},
Q = [0, 4],

q0 = 0,

F = {3},
δ(q, 0) = (q + 1) mod 5.

Niech L b¦dzie zbiorem zapisów dziesi¦tnych liczb podzielnych

przez 3. Automat czyta od najmniej znacz¡cej cyfry. Wtedy

Q = {0, 1, 2}, δ(q, cyfra) = (q + cyfra) mod 3
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Jeszcze jeden przykªad automatu sko«czonego

Niech L b¦dzie zbiorem zapisów binarnych liczb podzielnych przez

3. Automat czyta od najmniej znacz¡cej cyfry. Zauwa»my, »e 2k

mod 3 = 1 gdy k parzyste, natomiast jest równe −1 gdy k

nieparzyste. Automat czyta a0a1a2 . . . an, gdzie a0 jest najmniej

znacz¡c¡ cyfr¡ w zapisie binarnym. Automat pami¦ta reszt¦

(modulo 3) oraz dodatkowo pami¦ta czy kolejny symbol ai jest dla

i parzystego. Zatem automat ma sze±¢ stanów postaci:

(reszta, parzyste) lub (reszta, nieparzyste) dla i ∈ [0, 2]

q0 = (0, parzyste), F = {(0, parzyste), (0, nieparzyste)}

δ((reszta, parzyste), a) = (reszta + 1 mod 3, nieparzyste)

δ((reszta, nieparzyste), a) = (reszta − 1 mod 3, parzyste)
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Lemat Higmana

Oznaczmy: x � y je±li sªowo x jest podci¡giem y , np.

ab � aabb

rytter � arytotier

Relacja � to cz¦±ciowy porz¡dek.

Lemat

[Lemat Higmana] Je±li |Σ| <∞ to dla ka»dego X ⊆ Σ∗ zbiór
Min(X ) sªów minimalnych (w sensie �) nale»¡cych do X jest

sko«czny.
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Przykªad minimalnego podzbioru

Niech P = { 2, 3, 5, 7, ..} b¦dzie zbiorem liczb pierwszych, a P(k)

b¦dzie zbiorem zapisów tych liczb w systemie k-arnym.

Min(P(3)) = {2, 10, 111 } ;

Min(P(10)) = { 2, 3, 7, 5, 11, 19, 41, 61, 89, 409, 449, 499, 881,

991, 6469, 6949, 9001, 9049, 9649, 9949, 60649, 666649,

946669, 60000049, 66000049, 66600049 }

Inaczej mówi¡c w ka»dej liczbie pierwszej mo»emy usun¡¢ pewn¡

liczb¦ cyfr i otrzyma¢ liczb¦ pierwsz¡ ze zbioru Min(P(10)).
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Dowód lematu Higmana

Przypu±¢my, »e teza jest faªszywa. Niech Γ b¦dzie zbiorem

niesko«czonych ci¡gów sªów x1, x2, .. nad alfabetem Σ∗ (niektóre
sªowa xi mog¡ by¢ spoza X ) speªniaj¡cych:

(∗) i < j → not (xi � xj)

(ale mo»e by¢ xj ≺ xi ). Γ 6= ∅, bo mo»emy wzi¡¢ niesko«czony ci¡g

ró»nych elementów X , gdy» zakªadamy (przez zaprzeczenie), »e

zbiór sªów minimalnych zbioru X jest niesko«czony.

Wybierzmy spo±ród tych ci¡gów pewien �minimalny� ci¡g γ w

sensie dªugo±ci, tzn. |x1| minimalne, je±li x1 ustalone to |x2|
minimalne, je±li x1, x2 ustalone to |x3| minimalne, itd.
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Je±li Z jest dowolnym zbiorem niesko«czonych ci¡gów to niech

�rst((x1, x2, . . . xk),Z ) b¦dzie zbiorem tych ci¡gów które zaczynaj¡

sie od x1, x2, . . . xk .
Istnieje nast¦puj¡cy niesko«czony ci¡g γ wygenerowany przez:

for i = 1 to ∞ do

xi := najkrótsze sªowo xi , takie, »e �rst((x1, x2, . . . xi ), Γ) 6= ∅;
return ci¡g γ = (x1, x2, x3, x4, .. ).

Wybierzmy podci¡g niesko«czony (xi1 , xi2 , xi3 , ..) wszystkich sªów z

ci¡gu γ zaczynaj¡cych si¦ na pewn¡ tak¡ sam¡ liter¦ a. Usu«my t¦

liter¦ z pocz¡tku ka»dego z tych sªów otrzymuj¡c ci¡g (x ′i1 , x
′
i2
..).

Wtedy ci¡g γ′ = (x1, x2, . . . , xi1−1, x
′
i1
, x ′i2 , x

′
i3
. . .)

speªnia te same warunki co pocz¡tkowy ci¡g, ale jest �mniejszy� na

pozycji xi1 , sprzeczno±¢ z de�nicj¡ γ.
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Regularno±¢ zbiorów podci¡gów i nadci¡gów

Lemat

Dla dowolnego j¦zyka L nad sko«czonym alfabetem

subs(L), sup(L) s¡ regularne, gdzie subs(L), sup(L) oznacza

odowiednio zbiór podci¡gów (ang. subsequences) i nadci¡gów (ang.

supersequences) sªów j¦zyka L.

Dowód regularn±ci sup(L). Niech X := min(L). Z Lematu

Higmana wynika, ze X jest sko«czony. Dla w = a1a2 . . . ak ∈ X

Y (w) := Σ∗ · a1 · Σ∗ · a2 · Σ∗ · a3 . . .Σ∗ · ak · Sigma∗

sup(L) =
⋃
w∈X

Y (w).

Dowód regularno±ci subs(L). Niech Z bedzie zbiorem

minimalnych sªów nie nale»¡cych do subs(L), wtedy:

subs(L) = Σ∗ −
⋃
w∈Z

Y (w).
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