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Jezyki formalne i operacje na jezykach

Jezyki formalne sg abstrakcyjnie zbiorami stéw nad alfabetem
skonczonym X.

Jezyk formalny L to opis pewnego problemu decyzyjnego: stowa to
kody instancji (wejscia) problemu, x € L oznacza, ze dla instancji x

odpowiedzig jest “tak’.

Podstawowe operacje to U, * oraz konkatenacja (ztozenie,
dopisanie stowa)

(o] (0.)
r=Ju tt=r
i=0 i=1

Przyjmujemy ze L% = ¢, gdzie £ oznacza stowo puste (ale
niezerowe).
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Wyrazenia regularne

e Wyrazenia regularne standardowe - state to stowa (wtacznie z
pustym), operacje to U, * oraz konkatenacja, na przyktad:
zbiér ciagédw binarnych zawierajgcych 111 jest wartoscig
wyrazenia:

(Oul)*-111-(OU1)*

@ rozszerzone wyrazenia regularne - dodatkowo operacje
dopetnienia i przeciecia zbioréw, na przyktad zbiér ciagéw
binarnych nie zawierajacych 111:

(OU1)* — (OU1)*-111-(0U1)*

Wyrazenia regularne sa bardzo ubogim narzedziem probleméw
decyzyjnych, Jezyki opisywane przez wyrazenia regularne nazywamy
jezykami regularnymi.

Zachodzi: Dla kazdego jezyka unarnego mamy: L C 1* implikuje L*
regularny .
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Proste standardowe wyrazeia regularne

Niech ¥ = {0, 1}. Wyrazenie
Y*.oo0x"
opisuje jezyk stéw zawierajacych 00.

Wyrazenie (1 + 10)* opisuje jezyk stéw nie zawierajacych 00 i
zaczynajacych sie od 1.

Wyrazenie
(0+¢)-(14+10)"

opisuje jezyk wszystkich stéw binarnych nie zawierajacych 00.

Jakie wyrazenie standardowe opisuje stowa nie zawierajace 000 ?
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Standardowe a rozszerzone wyrazenia regularne.

Dla n > 1 zdefiniujmy stowo «,, ktére koduje ciag kolejnych
zapiséw binarnych liczb od 0 do 27 — 1 zapisanych binarnie, kazdy
za pomoca n cyfr (ewentualnie na poczatku dodajemy zera).
Kolejne zapisy oddzielamy specjalnym znakiem #.

an = #-bin(0) - # - bin(1)# - bin(2)# ... # - bin(2" — 1) - #.

Lemat
Niech ¥ = {0,1,#}. Zbior ¥* — { a, } mozna opisac
standardowym wyrazeniem regularnym o rozmiarze O(poly(n)).

Twierdzenie

Istnieje rozszerzone wyrazenie regularne opisujace { a, } uzZywajace
tylko operacji U, -,* oraz jednej operacji dopetnienia, wzgledem
ktérego kazde standardowe wyrazenie ma rozmiar wyktadniczy.
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Standardowe a rozszerzone wyrazenia: jeszcze jeden przyktad.

Niech ¥ = {0, 1, ...k} oraz niech Ly bedzie jezykiem stéw, w
ktérych miedzy kazdymi dwoma kolejnymi symbolami i + 1, oraz
przed pierwszym z nich, sa dwa symbole i (niekoniecznie
bezposrednio).

Niech ¥; = ¥ — {,j}, oraz
Ly = (5iq -0 - Xy -0 - Eig - 41 - X))
Wtedy Ly = ﬂ;"(;ol L

Najkrétsze stowo nalezace do L, ma dtugos¢ wyktadnicza. Zatem
standardowe wyrazenie regularne tez ma dtugos¢ wyktadnicza.
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Automaty skonczone

Automaty to abstrakcyjne modele algorytmu decyzyjnego.
Zaleta i jednoczesnie wada automatu jest uproszczony model.
Nieformalny opis automatu skonczonego:

@ automat czyta stowo wejsciowe symbol po symbolu,

@ ma skonczong liczbe standw

o jezyk L(A) stéw akceptowanych przez automat sktada sie z
ciagbéw po wczytaniu ktérych automat znajdzie sie w stanie
akceptujacym
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Automaty skonczone

Formalny opis deterministycznego automatu skofnczonego:

A= (%, Q,6,q0, F), gdzie

@ Y jest skoficzonym alfabetem wejsciowym:;

@ @ jest skonczonym zbiorem stanéw, gg € F jest stanem
poczatkowym;

o F C Q@ jest zbiorem stanéw akceptujgcych, tzn. stanéw w

ktérych automat daje odpowiedz “TAK”,

@ 0: Q@ XX — Q - funkcja opisujgca dziatanie automatu A.
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Automaty skonczone

Przejscie 0(q, a) = q’ oznacza, ze automat bedac w stanie q i
czytajac kolejny symbol réwny a przechodzi do stanu ¢’
Zapisujemy to réwniez jako:

g4

Piszemy g — ¢, dla w € X* gdy automat przechodzi do ¢’ po
wczytaniu wszystkich kolejnych liter stowa w.

Jezyk akceptowany przez automat A to

LA = {w : g —=4q €cF}
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Przyktady automatéw skonczonych

Niech
L={a":n mod5 =3}

Konstruujemy automat:

o ¥ ={a},
e Q@=10,4],
® go=0,

o F={3},

9(q,0) = (g+1) mod 5.
Niech L bedzie zbiorem zapiséw dziesietnych liczb podzielnych
przez 3. Automat czyta od najmniej znaczacej cyfry. Wtedy

Q = {0,1,2}, d(q,cyfra) = (q+ cyfra) mod 3
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Jeszcze jeden przykfad automatu skoriczonego

Niech L bedzie zbiorem zapiséw binarnych liczb podzielnych przez
3. Automat czyta od najmniej znaczacej cyfry. Zauwazmy, ze 2K
mod 3 = 1 gdy k parzyste, natomiast jest réwne —1 gdy k
nieparzyste. Automat czyta agaiaz ... a,, gdzie ag jest najmniej
znaczacy cyfra w zapisie binarnym. Automat pamieta reszte
(modulo 3) oraz dodatkowo pamieta czy kolejny symbol a; jest dla
i parzystego. Zatem automat ma sze$¢ standw postaci:

(reszta, parzyste) lub (reszta, nieparzyste) dla i € [0, 2]

go = (0, parzyste), F = {(0, parzyste), (0, nieparzyste)}

d((reszta, parzyste), a) = (reszta+ 1 mod 3, nieparzyste)

d((reszta, nieparzyste), a) = (reszta—1 mod 3, parzyste)
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Oznaczmy: x < y jesli stowo x jest podciagiem y, np.
ab < aabb

rytter < arytotier

Relacja < to czesciowy porzadek.

[Lemat Higmana] Jesli |X| < oo to dla kazdego X C X* zbior
Min(X) stéw minimalnych (w sensie <) nalezacych do X jest
skoriczny.
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Przyktad minimalnego podzbioru

Niech P = {2,3,5,7,..} bedzie zbiorem liczb pierwszych, a P(K)
bedzie zbiorem zapiséw tych liczb w systemie k-arnym.

Min(P®)) = {2, 10, 111} ;
Min(P(9) = {2,3,7,5,11,19,41,61,89,409, 449, 499, 881,
991, 6469, 6949, 9001, 9049, 9649, 9949, 60649, 666649,

946669, 60000049, 66000049, 66600049 }

Inaczej méwigc w kazdej liczbie pierwszej mozemy usunaé pewna
liczbe cyfr i otrzymac liczbe pierwsza ze zbioru Min(P(19)).
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Dowod lematu Higmana

Przypusémy, ze teza jest fatszywa. Niech ' bedzie zbiorem
nieskohczonych ciggéw stéw xi, xo, .. nad alfabetem X* (niektére
stowa x; moga by¢ spoza X) spetniajacych:

(x) i<j — not (xi jXJ')

(ale moze by¢ xj < x;). ' # (0, bo mozemy wzia¢ nieskonczony ciag
réznych elementéw X, gdyz zaktadamy (przez zaprzeczenie), ze
zbidér stéw minimalnych zbioru X jest nieskoriczony.

Wybierzmy sposrdd tych ciggdw pewien "minimalny” ciag v w
sensie dtugosci, tzn. |x1| minimalne, jesli x; ustalone to |x;]
minimalne, jesli x;, xp ustalone to |x3| minimalne, itd.
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Jesli Z jest dowolnym zbiorem nieskoniczonych ciagéw to niech
first((x1, x2, . . . xx ), Z) bedzie zbiorem tych ciagéw ktére zaczynaja
sie od X1, X2, o Xk

Istnieje nastepujacy nieskoiczony cigg v wygenerowany przez:

for i =1to oo do
x;:= najkrétsze stowo x;, takie, ze first((x1, x2,...x;),[) # 0;

return ciag v = (x1,x2, X3, X4, .. ).

Wybierzmy podciag nieskonczony (xi, , Xj,, Xis, -.) wszystkich stéw z
ciagu vy zaczynajacych sie na pewnga taka samg litere a. Usuﬁmy te
litere z poczatku kazdego z tych stéw otrzymujac ciag (x! ,xL..).

117 12 :

Wtedy ciag 7' = (x1,X2, .+ Xiy—1, X5, Xy, X, - - -)

1’ 127
spetnia te same warunki co poczatkowy ciag, ale jest "mniejszy” na

pozycji xj,, sprzecznos¢ z definicja .
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Regularnos¢ zbioréw podciagéw i nadciggow

Dla dowolnego jezyka L nad skoriczonym alfabetem
subs(L), sup(L) sa regularne, gdzie subs(L), sup(L) oznacza
odowiednio zbidr podciggow (ang. subsequences) i nadciaggéw (ang.
supersequences) stow jezyka L.

Dowdd regularnsci sup(L). Niech X := min(L). Z Lematu
Higmana wynika, ze X jest skohczony. Dla w = a1ay...a, € X
Y(w) = X" a-X"-a-X" a3... X" a, - Sigma*
sup(L) = | Y(w).
weX
Dowdd regularnosci subs(L). Niech Z bedzie zbiorem
minimalnych stéw nie nalezacych do subs(L), wtedy:
subs(L) = X% — ] Y(w).

weZ
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