
Logika pierwszego rz¦du. Sposób u»ycia.

Tautologie, sposoby u»ywania logiki pierwszego rz¦du, zwi¡zki z

j¦zykiem naturalnym



Kilka wa»nych tautologii

1 ∀x(ϕ→ ψ)→ (∃xϕ→ ∃xψ);

2 ∃xϕ→ ϕ, o ile x 6∈ FV (ϕ);

3 ϕ(s/x)→ ∃xϕ;
4 ¬∀xϕ↔ ∃x¬ϕ;
5 ¬∃xϕ↔ ∀x¬ϕ;
6 ∀x(ϕ ∧ ψ)↔ ∀xϕ ∧ ∀xψ;
7 ∃x(ϕ ∨ ψ)↔ ∃xϕ ∨ ∃xψ;
8 ∀x(ϕ ∨ ψ)↔ ϕ ∨ ∀xψ, o ile x 6∈ FV (ϕ);

9 ∃x(ϕ ∧ ψ)↔ ϕ ∧ ∃xψ, o ile x 6∈ FV (ϕ);

10 ∀xϕ→ ∃xϕ;
11 ∀x∀yϕ↔ ∀y∀xϕ;
12 ∃x∃yϕ↔ ∃y∃xϕ;
13 ∃x∀yϕ→ ∀y∃xϕ.
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Preneksowa posta¢ normalna

Formuªa ϕ jest w preneksowej postaci normalnej, gdy

ϕ = Q1y1Q2y2 . . .Qnyn ψ

gdzie ka»de z Qi to ∀ lub ∃, a ψ jest formuª¡ otwart¡.

Fakt Dla ka»dej formuªy pierwszego rz¦du istnieje równowa»na jej

formuªa w preneksowej postaci normalnej.

Formuªa ∃yp(y)→ ∀zq(z) jest równowa»na ka»dej z nast¦puj¡cych

formuª:

1 ¬∃y p(y) ∨ ∀z q(z);
2 ∀y ¬p(y) ∨ ∀z q(z);
3 ∀y(¬p(y) ∨ ∀z q(z));
4 ∀y∀z(¬p(y) ∨ q(z));

5 ∀y∀z(p(y)→ q(z)).
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Logika formalna i j¦zyk polski

Ka»dy cyrulik sewilski goli tych wszystkich m¦»czyzn w Sewilli,

którzy si¦ sami nie gol¡.

Ale nie goli »adnego z tych, którzy gol¡ si¦ sami.

A zatem w Sewilli nie ma ani jednego cyrulika.



Implikacja materialna i zwi¡zek

przyczynowo-skutkowy

Implikacja w logice klasycznej to implikacja materialna. Warto±¢

logiczna �ϕ→ ψ� zale»y wyª¡cznie od warto±ci logicznych

przypisanych �ϕ� i �ψ�.
To nie jest zwi¡zek przyczynowo-skutkowy ani nast¦pstwo

chronologiczne.

W j¦zyku polskim stwierdzenie � je±li ϕ to ψ� oczywi±cie sugeruje

zwi¡zek przyczynowo-skutkowy:

Je±li zasilanie jest wª¡czone, to terminal dziaªa.

Implikacja materialna nie zachodzi; materialn¡ prawd¡ jest

Je±li terminal dziaªa to zasilanie jest wª¡czone.

Terminal dziaªa, poniewa» zasilanie jest wª¡czone,

stwierdza zwi¡zek przyczynowo-skutkowy i faktyczne zaj±cie

wymienionych zdarze« i jest niewyra»alne w logice klasycznej.
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Konfuzje skªadniowe: kwanty�kacja

Ka»dy kot ma w¡sy.

Pewien kot ma w¡sy.

∀x(Kot(x)→ MaW¡sy(x));
∃x(Kot(x) ∧MaW¡sy(x)).
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Konfuzje skªadniowe: negacja

Liczba n jest parzysta;

Liczba n jest dwukrotno±ci¡ pewnej liczby

oznaczaj¡ to samo.

Zaprzeczeniem pierwszego z nich jest zdanie

Liczba n nie jest parzysta,

ale zaprzeczeniem drugiego nie jest

Liczba n nie jest dwukrotno±ci¡ pewnej liczby,
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Konfuzje skªadniowe: koniunkcja vs. alternatywa

Zabrania si¦ za±miecania i zanieczyszczania drogi.1

Zabrania si¦ za±miecania lub zanieczyszczania drogi.2

1Kodeks Drogowy przed nowelizacj¡ w roku 1997.
2Kodeks Drogowy po nowelizacji w roku 1997.



Konfuzje kolejno±ci kwanty�kacji

You can fool some of the people all of the time, and all of

the people some of the time, but you can not fool all of

the people all of the time.

Abraham Lincoln

Opcje:

(∃p∀t . . .) ∧ (∀p∃t . . .) ∧ ¬(∀p∀t . . .)
(∀t∃p . . .) ∧ (∃t∀p . . .) ∧ ¬(∀p∀t . . .)



Konfuzje wynikania

je±li A, to B

je±li C, to B

A

B

Je±li Marysia ma do napisania esej,

to b¦dzie do pó¹na pracowa¢ w bibliotece.

Je±li biblioteka b¦dzie otwarta pó¹nym wieczorem,

to Marysia b¦dzie do pó¹na pracowa¢ w bibliotece.

Marysia ma do napisania esej.

Marysia b¦dzie do pó¹na pracowa¢ w bibliotece.
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Je±li telewizor Marii jest zepsuty,

odda go do reperacji.

Je±li Maria odda telewizor do reperacji,

nie b¦dzie mogªa zapªaci¢ rachunku za elektryczno±¢.

Telewizor Marii jest zepsuty.

Maria odda telewizor do reperacji.
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Siªa wyrazu logiki pierwszego rz¦du

Zdanie wyra»a wªasno±¢ struktury

Rozró»nianie struktur

Formalizowanie wªasno±ci struktur

Formuªa de�niuje relacj¦ w strukturze

Rozró»nianie elementów w strukturze

Formalizowanie wªasno±ci elementów i krotek
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Rozró»nianie struktur

Sygnatura:

Operacja dwuargumentowa ·
Staªa ε.

∃x1∃x2∀y(∀z1∀z2(y = z1·z2 → y = z1∨y = z2)→ y = x1∨y = x2∨y = ε)

jest:

prawdziwe w strukturze 〈{a, b}∗, ·, ε〉 sªów nad alfabetem

{a, b}∗ z konkatenacj¡ i sªowem pustym,

faªszywe w strukturze 〈{a, b, c}∗, ·, ε〉 sªów nad alfabetem

{a, b}∗ z konkatenacj¡ i sªowem pustym,

Zdanie rozró»nia te dwie struktury.
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Formalizowanie wªasno±ci elementów i krotek

Mamy pier±cie« liczb caªkowitych Z = 〈Z ,+, ·, 0, 1〉

Formuªa

∃z1∃z2∃z3∃z4y = x + (z1 · z1) + (z2 · z2) + (z3 · z3) + (z4 · z4)

de�niuje relacj¦ x ≤ y .

Twierdzenie Lagrange'a

Ka»da liczba naturalna jest sum¡ czterech kwadratów kliczb

naturalnych.
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