
Twierdzenie (Entscheidungsproblem)

Nierozstrzygalny jest nast¦puj¡cy problem decyzyjny:

Dana: Zdanie ϕ logiki pierwszego rz¦du

Pytanie: Czy ϕ jest tautologi¡?

W dowodzie posªu»ymy si¦ nierozstrzygalno±ci¡ problemu stopu dla

maszyn Turinga.
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Maszyna Turinga nad alfabetem A to krotka M = 〈∆,Q, δ, q0, qf 〉,
gdzie:

∆ jest sko«czonym alfabetem, zawieraj¡cym A oraz

symbol � 6∈ A (blank);

Q jest sko«czonym zbiorem stanów;

q0 ∈ Q jest stanem pocz¡tkowym;

qf ∈ Q jest stanem ko«cowym lub akceptuj¡cym;

δ : (Q − {qf })×∆→ ∆× Q × {−1, 0,+1} jest
funkcj¡ przej±cia.



Korzystamy z nast¦puj¡cej postaci problemu stopu:

Dana: Maszyna Turinga M

Pytanie: Czy M akceptuje sªowo puste?
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Niech ϑ oznacza koniunkcj¦ nast¦puj¡cych formuª

∀y¬P(y , c)

∀x∃yP(x , y)

∀x∀y(P(x , y)→ R(x , y))

∀x∀y∀z(R(x , y)→ (R(y , z)→ R(x , z)))

∀x¬R(x , x)

Zdanie ϑ jest speªnialne, a ka»dy jego model A zawiera

niesko«czony ci¡g ró»nych elementów cA = a0, a1, a2, . . ., takich »e

(ai , ai+1) ∈ PA dla ka»dego i .
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Cel � konstrukcja, która dla dowolnej maszyny Turinga M utworzy

zdanie ϕM o takiej wªasno±ci:

M akceptuje sªowo puste wtw, gdy ϕM jest tautologi¡.

Wygodniej skonstruowa¢ tak¡ zdanie ψM , »e

M zap¦tla si¦ na sªowie pustym wtw, gdy ψM jest speªnialna,

i przyj¡¢ ϕM = ¬ψM .
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Sygnatura:

jednoargumentowe symbole relacyjne Sq, dla wszystkich

stanów q ∈ Q;

dwuargumentowe symbole relacyjne Ca, dla wszystkich symboli

a ∈ ∆;

dwuargumentowy symbol relacyjny G ;

staªa c i symbole P i R ze zdania ϑ
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Formuª¦ Sq(x) czytamy: po x krokach obliczenia maszyna jest

w stanie q.

Formuª¦ G (x , y) czytamy: po x krokach gªowica maszyny

znajduje si¦ w pozycji y .

Formuª¦ Ca(x , y) czytamy: po x krokach na pozycji y znajduje

si¦ symbol a.



Formuª¦ Sq(x) czytamy: po x krokach obliczenia maszyna jest

w stanie q.

Formuª¦ G (x , y) czytamy: po x krokach gªowica maszyny

znajduje si¦ w pozycji y .

Formuª¦ Ca(x , y) czytamy: po x krokach na pozycji y znajduje

si¦ symbol a.



Formuª¦ Sq(x) czytamy: po x krokach obliczenia maszyna jest

w stanie q.

Formuª¦ G (x , y) czytamy: po x krokach gªowica maszyny

znajduje si¦ w pozycji y .

Formuª¦ Ca(x , y) czytamy: po x krokach na pozycji y znajduje

si¦ symbol a.



Formuª¦ Sq(x) czytamy: po x krokach obliczenia maszyna jest

w stanie q.

Formuª¦ G (x , y) czytamy: po x krokach gªowica maszyny

znajduje si¦ w pozycji y .

Formuª¦ Ca(x , y) czytamy: po x krokach na pozycji y znajduje

si¦ symbol a.



1 ϑ

2 Sq0(c) ∧ G (c, c) ∧ ∀x CB(c , x);

3 ∀x(
∨

q∈Q Sq(x));

4 ∀x(Sq(x)→ ¬Sp(x)), dla q, p ∈ Q, q 6= p;

5 ∀x∀y(
∨

a∈∆ Ca(x , y));

6 ∀x∀y(Ca(x , y)→ ¬Cb(x , y)), dla a, b ∈ ∆, a 6= b;

7 ∀x∃y G (x , y);

8 ∀x∀y∀z(G (x , y) ∧ G (x , z)→ y = z);



9 ∀x∀y∀z(Sq(x) ∧ G (x , y) ∧ Ca(x , y) ∧ P(x , z)→
Sp(z) ∧ Cb(z , y)), gdy δ(q, a) = (p, b, i);

10 ∀x∀y∀z(¬G (x , y) ∧ Ca(x , y) ∧ P(x , z)→ Ca(z , y));

11 ∀x∀y∀z∀v(Sq(x) ∧ G (x , y) ∧ Ca(x , y) ∧ P(x , z) ∧ P(y , v)→
G (z , v)), gdy δ(q, a) = (p, b,+1);

12 ∀x∀y∀z(Sq(x) ∧ G (x , y) ∧ Ca(x , y) ∧ P(x , z)→ G (z , y)), gdy
δ(q, a) = (p, b, 0);

13 ∀x∀y∀z∀v(y 6= c →
(Sq(x) ∧ G (x , y) ∧ Ca(x , y) ∧ P(x , z) ∧ P(v , y)→ G (z , v))),
gdy δ(q, a) = (p, b,−1);

14 ∀x∀y∀z∀v(Sq(x) ∧ G (x , c) ∧ Ca(x , y) ∧ P(x , z)→ G (z , c)),
gdy δ(q, a) = (p, b,−1);

15 ∀x¬Sqf
(x).


