
Ograniczenia logiki pierwszego rz¦du

W tym wykªadzie zakªadamy, »e nie ma symboli funkcyjnych w

sygnaturze.



Ranga kwanty�katorowa formuªy

QR(ϕ) de�niujemy nast¦puj¡co:

QR(⊥) = QR(t1 = t2) = QR(r(t1, . . . , tk)) = 0 dla

dowolnych termów t1, . . . , tk oraz r ∈ ΣR

k
.

QR(ϕ→ ψ) = max(QR(ϕ),QR(ψ)).

QR(∀xϕ) = 1 + QR(ϕ).

Nieformalnie: QR to gª¦boko±¢ zagnie»d»enia kwanty�katorów w

formule.
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Podstruktura indukowana

Niech A b¦dzie struktur¡ relacyjn¡.

Niech ∅ 6= B ⊆ A.

A|B to struktura na t¡ sam¡ sygnatur¡ Σ co A:

uniwersum A|B to B

dla r ∈ ΣR
n de�niujemy rA|B = rA ∩ Bn.
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Cz¦±ciowy izomor�zm

A,B � struktury relacyjne nad Σ.

Niepuste zbiory A′ ⊆ A i B ′ ⊆ B .

Izomor�zm h : A′ → B ′ podstruktur indukowanych h : A|A′ ∼= B|B′

nazywamy cz¦±ciowym izomor�zmem z A w B.

Jego dziedzina to dom(h) = A′, a obraz to rg(h) = B ′.
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Cz¦±ciowy izomor�zm cd

Umawiamy si¦, »e ∅ jest cz¦±ciowym izomor�zmem z A w B o

pustej dziedzinie i pustym obrazie.

Dla dwóch cz¦±ciowych izomor�zmów g , h z A w B piszemy g ⊆ h

gdy dom(g) ⊆ dom(h) oraz g(a) = h(a) dla wszystkich

a ∈ dom(g), to jest wtedy, gdy g jest zawarte jako zbiór w h.
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m-izomor�zm

Niech m ∈ N.

Struktury A i B s¡ m-izomor�czne (ozn. A ∼=m B), gdy istnieje

rodzina {In | n ≤ m} taka, »e:

Izo ka»dy In jest niepustym zbiorem cz¦±ciowych

izomor�zmów z A w B

Tam Dla ka»dego h ∈ In+1 oraz ka»dego a ∈ A istnieje

takie g ∈ In, »e h ⊆ g oraz a ∈ dom(g).

Z powrotem Dla ka»dego h ∈ In+1 oraz ka»dego b ∈ B istnieje

takie g ∈ In, »e h ⊆ g oraz b ∈ rg(g).

Rodzin¦ {In | n ≤ m} nazywamy m-izomor�zmem struktur A i B,

co oznaczamy {In | n ≤ m} : A ∼=m B.
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Sko«czony izomor�zm

Dwie struktury A, B s¡ sko«czenie izomor�czne, (ozn. A ∼=�n B)

gdy istnieje rodzina {In | n ∈ ω}, taka, »e ka»da podrodzina

{In | n ≤ m} jest m-izomor�zmem.

Je±li {In | n ≤ m} ma powy»sze wªasno±ci, to piszemy

{In | n ≤ ω} : A ∼=�n B
Rodzina to sko«czony izomor�zm.
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Sko«czony izomor�zm

Fakt

Je±li A ∼= B, to A ∼=�n B.

Je±li A ∼=�n B oraz no±nik A jest zbiorem sko«czonym, to

A ∼= B.
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Dowód: na tablicy.



Elementarna równowa»no±¢

Przypomnienie:
A i B s¡ elementarnie równowa»ne (ozn A ≡ B), gdy dla ka»dego

zdania ϕ logiki pierwszego rz¦du nad t¡ sam¡ sygnatur¡,

A |= ϕ wtw, gdy B |= ϕ.

A i B tej samej sygnatury s¡ m-elementarnie równowa»ne (ozn.

A ≡m B), gdy dla ka»dego zdania ϕ o randze kwanty�katorowej

nie przekraczaj¡cej m, zachodzi

A |= ϕ wtw, gdy B |= ϕ.
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Elementarna równowa»no±¢ cd

Fakt
A ∼=�n B wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego naturalnego m

zachodzi A ∼=m B.

Dowód:

Zaªó»my, »e dla ka»dego m istnieje {Imn | n ≤ m} z de�nicji ∼=m .
Niech {Jn | n ∈ ω} b¦dzie zde�niowane przez

Jn =
⋃
m∈ω

Imn .

Ta rodzina speªnia warunki z de�nicji ∼=�n .
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Charakteryzacja Fraïssé

Twierdzenie [Fraïssé]
Niech Σ � sko«czona sygnatura relacyjna

A,B struktury nad Σ.

Dla ka»dego m ∈ N zachodzi równowa»no±¢: A ∼=m B wtedy i

tylko wtedy gdy A ≡m B.

A ∼=�n B wtedy i tylko wtedy gdy A ≡ B.
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Dowód tw. Fraïssé

Druga równowa»no±c wynika z pierwszej.

Pierwsz¡ dowodzimy tylko z lewej do prawej strony. Ustalamy

m ∈ N .
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Teza indukcyjna

Niech

{In | n ≤ m} : A ∼=m B

g ∈ In

ϕ to formuªa

FV (ϕ) = x1, . . . , xr
QR(ϕ) ≤ n ≤ m

Wówczas dla ka»dych a1, . . . , ar ∈ dom(g) równowa»ne s¡:

A, x1 : a1, . . . , xr : ar |= ϕ

B, x1 : g(a1), . . . , xr : g(ar ) |= ϕ.
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Dowód tw. Fraïssé, indukcja

Dla formuª atomowych teza wynika z tego, »e g jest

cz¦±ciowym izomor�zmem

Gdy ϕ to ψ → ξ, to równowa»ne s¡:

A, x1 : a1, . . . , xr : ar |= ψ → ξ
A, x1 : a1, . . . , xr : ar 6|= ψ lub
A, x1 : a1, . . . , xr : ar |= ξ
B, x1 : g(a1), . . . , xr : g(ar ) 6|= ψ lub
B, x1 : g(a1), . . . , xr : g(ar ) |= ξ
B, x1 : g(a1), . . . , xr : g(ar ) |= ψ → ξ
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Dowód tw. Fraïssé, indukcja cd

Niech ϕ to ∀xr+1ψ

Z zaªo»enia QR(ϕ) ≤ n wynika QR(ψ) ≤ n − 1.

Równowa»ne s¡:

(A, x1 : a1, . . . , xr : ar ) |= ϕ
Dla ka»dego a ∈ A zachodzi
(A, x1 : a1, . . . , xr : ar , xr+1 : a) |= ψ
Dla ka»dego a ∈ A istnieje takie h ∈ In−1, »e g ⊆ h,
a ∈ dom(h) i
(A, x1 : a1, . . . , xr : ar , xr+1 : a) |= ψ
Dla ka»dego a ∈ A istnieje takie h ∈ In−1, »e g ⊆ h,
a ∈ dom(h) i
(B, x1 : g(a1), . . . , xr : g(ar ), xr+1 : h(a)) |= ψ
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Przykªad ograniczenia logiki pierwszego rz¦du

Fakt
Je±li A,B s¡ dwoma sko«czonymi liniowymi porz¡dkami o mocach

wi¦kszych ni» 2m, to A ≡m B.



Dowód

Bez utraty ogólno±ci niech

A = {0, . . . ,N},
B = {0, . . . ,M},
2m < N ≤ M.

Wykazujemy, »e A ∼=m B.
Dla k ≤ m okre±lamy �odlegªo±¢� dk pomi¦dzy elementami:

dk(a, b) =

{
|b − a| je±li |b − a| < 2k

∞ wpp.

Reszta dowodu na tablicy.
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Gra Ehrenfeuchta

Σ � sygnatura relacyjna

A,B � struktury nad Σ, dodatkowo A ∩ B = ∅.

W gr¦ Ehrenfeuchta Gm(A,B) gra dwóch graczy: I i II.

Trwa ona przez m rund.

W i-tej rundzie (i = 1, . . . ,m) ruchy wykonuj¡ kolejno:

Gracz I wybiera

jedn¡ ze struktur,
jeden z elementów jej no±nika (ozn. ai je±li pochodzi z A, bi ,
je±li z B).

Gracz II wybiera

pozostaª¡ ze struktur,
jeden z elementów jej no±nika (ozn. ai je±li pochodzi z A, bi ,
je±li z B).
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Zwyci¦zca

W ci¡gu m rund wybrane zostaj¡ elementy a1, . . . , am ∈ A oraz

b1, . . . , bm ∈ B.

Gracz II wygrywa rozgrywk¦, je±li funkcja

h = {〈ai , bi 〉 | i = 1, . . . ,m}

jest cz¦±ciowym izomor�zmem z A w B.
W przeciwnym wypadku wygrywa gracz I.

Gracz II ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze Gm(A,B), je±li mo»e

wygra¢ ka»d¡ rozgrywk¦, niezale»nie od posuni¦¢ gracza I.
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Twierdzenie Ehrenfeuchta

Gracz II ma strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze Gm(A,B) wtedy i

tylko wtedy, gdy A ∼=m B.

Gracz II ma dla ka»dego m strategi¦ wygrywaj¡c¡ w grze

Gm(A,B) wtedy i tylko wtedy, gdy A ∼=�n B.
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Przykªad u»ycia gry Ehrenfeuchta (ªatwy)

Poni»sze grafy daj¡ si¦ rozró»ni¢ zdaniem o randze

kwanty�katorowej 4, ale ranga 3 nie wystarcza.
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Przykªad u»ycia gry Ehrenfeuchta (trudniejszy)

Twierdzenie Je±li A = 〈A,≤A〉 i B = 〈B,≤B〉 s¡ oba

porz¡dkami liniowymi,

g¦stymi

bez elementu pierwszego i ostatniego

to

A ≡ B.

Dowód na tablicy.
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Wniosek

〈R,≤〉 ≡ 〈Q,≤〉.

Zatem nie ma zdania logiki pierwszego rz¦du, które de�niuje

poj¦cie porz¡dku ci¡gªego (tzn. takiego, w którym wszystkie

niepuste ograniczone podzbiory maj¡ kres górny i kres dolny).
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Teorie, teorie zupeªne

Teoria to zbiór zda« zamkni¦ty ze wzgl¦du na konsekwencje

semantyczne, tj. taki zbiór zda« ∆, »e ∆ |= ϕ zachodzi tylko dla

ϕ ∈ ∆.

Przykªady teorii:

{ϕ | Γ |= ϕ}, zwany teori¡ aksjomatyczn¡ wyznaczon¡ przez Γ

Th(K) = {ϕ | A |= ϕ, dla ka»dego A ∈ K} (teoria klasy

struktur K)
Th(A) = {ϕ | A |= ϕ} (teoria modelu A).
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Teorie zupeªne

Teori¦ ∆ nazywamy zupeªn¡, gdy dla ka»dego zdania ϕ, dokªadnie
jedno ze zda« ϕ i ¬ϕ nale»y do ∆.

Teoria modelu jest zawsze zupeªna, teoria aksjomatyczna i teoria

klasy struktur nie musz¡ by¢ zupeªne.

Wniosek (z ostatniego twierdzenia) Teoria klasy A wszystkich

porz¡dków liniowych, g¦stych, bez elementu pierwszego i ostatniego

jest zupeªna.
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